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Résumé 

Nous montrons résultat de normalisation holomorphe d'une famille commutative de 
champs de vecteurs holomorphes au voisinage de leur point singulier. Pour ce faire, nous 
supposons qu'une condition diophanticnnc portant sur une algèbre de Lie commutative 
de champs linéaires associée aux parties linéaires de la famille est satisfaite. D'autre 
part, nous imposons certaines conditions algébriques sur leur forme normale formelle. 
Les champs d'une telle famille, sauf un, peuvent ne pas avoir de partie linéaire à l'origine. 

Abstract 

We consider a commutative familly of holomorphic vector helds in an neighbourhood 
of a common singular point, say G C™. Let g be a commutative complex Lie algebra 
of dimension l. Let Ai, . . . , A„ G g* and let us set S (g) = Y^i=i ^i(9) x i^r ■ We assume 
that this Lie morphism is diophantine in the sensé that a diophantinc condition (ui(S)) 
is satisfied. Let X\ be a holomorphic vector fields in a neighbourhood of S C n . We 
assume that its linear part s is regular relatively to S, that is belongs to S (g) and has the 
same formai commutator as S. Let X2, ■ ■ ■ , Xi be holomorphic vector fields vanishing at 
and commuting with X\. Then there exists a formai diffeomorphism of (C™,0) such 
that the familly of vector fields are in normal form in thèse formai coordinates. This 
means that each élément of the familly commutes with s. We show that, if the normal 
forms of the Xi s belongs to ® S (g) (Ôf is the ring of formai first intégral of S) and 
their junior parts are free over 0%, then there exists a holomorphic diffeomorphism of 
(C™ , 0) which transforms the familly into a normal form. The cléments of the familly, 
but one, may not have a non-zero linear part. 
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1 Introduction 

Dans cet article, nous nous intéressons au comportement local des trajectoires de champs 
de vecteurs holomorphes au voisinage d'un point singulier commun et plus précisément, 
nous nous intéressons au problème de la normalisation holomorphe de ces champs. Depuis 
Poincaré, de nombreux travaux y ont été consacré; en particulier, ceux de V.I. Arnold, A.D. 
Bruno, J. Ecalle, J.-P. Ramis, l'auteur. 

1.1 Rappels historiques 

Commençons par une idée simple. Supposons que l'on veuille étudier l'orbite {A k x}k£n d'un 
point x € C n par l'action d'une matrice A G A4 n (C). Un des moyens éfficaces de procéder 
est de transformer la matrice A en une forme de Jordan. A partir de cette matrice 
de Jordan et de la matrice de passage, toute la dynamique peut être comprise. L'idée de 
Poincaré est de procéder de même pour les champs de vecteurs singuliers. Le but est alors 
de transformer un champs de vecteurs s'annulant en € C n en un champs de vecteurs "plus 
simple" par un difféomorphisme local de (C n , 0) fixant l'origine et tangent à l'identité en ce 
point. On espère alors pouvoir étudier la dynamique du modèle simple puis "remonter" ces 
informations au système de départ via la transformation. Si X est un tel champ de vecteurs 
et (j) un difféomorphisme de (C n ,0), alors l'action de 4> sur X est le champ de vecteurs X' 
définit par X'(<fi(x)) = D(p(x)X(x). Supposons pour simplifier que la partie linéaire de X 

soit un champ de vecteurs diagonal, c'est-à-dire DX(0)(x) = Yli=i ^i x i~ïE~ ^ S ou ^ es ^* 
sont des nombres complexes non tous nuls. On montre alors |Arn801 fRou75( IC^j qu'il existe 
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un difféomorphisme formel $ (qui n'est pas unique) tel que 




où la somme porte sur les muliindices Q G N™, \Q\ > 2 et l'indice i qui satisfont (Q,X) = 
Y^j=i Qj^j = e * ou l es a i,Q s son t de nombres complexes. Comme d'habitude, si Q = 

(çi, . . . , q n ), alors = xf 1 . . . x n n et |Q| = q\ H q n . Le champ de vecteur (formel) auquel 

on arrive est appelé forme normale formelle (de Poincaré-Dulac) . Elle n'est en général 
pas unique. On peut dire que c'est une "forme de Jordan" de X dans le sens où elle s'écrit 
$*X = S + N, N étant le champ de vecteurs "nilpotent" défini par les séries et vérifiant 
[S,N] = 0. Ici, [., .] est le crochet de Lie des champs de vecteurs. On voit apparaître les 
obstructions formelles à la linéarisation : ceux sont les Q G N n et 1 < i < n qui vérifient la 
relation de résonance (Q, A) = Aj. Ainsi, lorsque les valeurs propres Ai, . . . , A n ne sont pas 
résonantes, il existe un difféomorphisme formel (unique dans ce cas) qui linéarise le champ 
de vecteurs X. Bien X soit holomorphe au voisinage de € C n , il n'en demeure pas moins 
que le difféomorphisme peut ne pas être holomorphe au voisinage de l'origine. Un condition 
suffisante pour assurer l'holomorphie de ce difféomorphisme est la condition diophantienne 
(tu) de Bruno portant sur les valeurs propres de S. Nous exprimerons cette condition plus 
loin; néanmoins, pour donner une idée au lecteur, cette condition est plus faible que la 
condition de CL. Siegel |Sie42l lA"rn8Ci| : il existe C > et ^ > tels que pour tout Q E N n , 
\Q\ > 2, et 1 < i < n, \(Q, A) — Aj| > t^L- Sous une telle hypothèse, le champ de vecteurs 
X est holomorphiquement linéarisable. En dimension 2, J.-C. Yoccoz et R. Pérez-Marco 
ont démontré la nécéssité de la condition de Bruno PMY94 à partir de la nécéssité de la 
condition de Bruno pour linéariser un difféomorphisme de (C, 0) Yoc88, Yoc95 . 

Comme nous l'avons vu, l'holomorphie d'une transformation normalisante est très liée 
au problème des petits diviseurs. Elle est aussi liée, dans le cas résonnant, à l'existence 
d'intégrale première formelle non-triviale. Par exemple, une forme normale du champ x 2 -§^+ 
(x + y)-^j est xf-£^ + î/i tj^j-. Le difféomorphisme normalisant est, dans ce cas, x = x\, y = 

yi + Xlfc>i(^ — 1)^1 • Il n'est clairement pas holomorphe au voisinage de € C 2 . Cette 
situation~a engendré de nombreux travaux |Mal821 IMÊ^l IMR831 IVorSTl IEca92l ISto96| . 

Dans quelle situation, un champ holomorphe singulier est-il holomorphiquement nor- 
malisable? A.D. Bruno a donné une réponse a cette question dans un imposant mémoire 
BruÎ2]; un de ces résultat est le suivant : 

Supposons que S, la partie linéaire de X , vérifie la condition diophantienne (tu) de 
Bruno. Supposons en outre que X admette une forme normale de la forme â.S, où a € 
C[[xi, . . . , Cn]]. Alors, X admet un difféomorphisme normalisant holomorphe au voisinage 
de l'origine dans C™. 



D'autre part, J. Vey démontra le résultat suivant Vey78 



Soient X±, . . . , X n , n champs de vecteurs holomorphes au voisinage du point singulier 
commun G C 2 ™. On suppose qu'ils commutent entre eux (i.e. pQ,X,] = 0), qu'ils sont 
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hamiltoniens et que leur partie linéaire à l'origine sont linéairement indépendantes. Alors, 
ces champs de vecteurs sont simultanément et holomorphiquement normalisables. 



Dans un précédent travail, nous avons montré que ces résultats ne sont que des faces 
différentes d'un même résultat dont nous allons rappeler un des aspects. La première idée 
consiste à travailler non pas avec un seul champ de vecteurs mais avec une famille de champs 
de vecteurs commutants entre eux. Nous procédons comme suit et nous en profitons pour 
faire quelques rappels et fixer quelques notations. 

Soit n > 2 un entier et g une algèbre de Lie commutative de dimension finie l sur C. 
Soient Ai, . . . , X n des formes linéaires complexes sur g tel que le morphisme de Lie S de g dans 
l'algèbre de Lie des champs de vecteurs linéaires de C n définit par S (g) = Y17=i ^i(9) x i~£^ 
soit injectif. Pour tout Q £ N n et 1 < i < n, on définit le poids aç^S) de S comme étant 
la forme linéaire J2j=i Qj^jid) ~ Soit ||.|| une norme sur g*, le C-espace vectoriel des 

formes linéaires sur g. On définit la suite de réels positifs 

co k (S) = inf{||a Q)i || + 0, 1 < i < n, 2 < \Q\ < 2 k }, 

et on dit que S est diophantien si la condition suivante est satisfaite : 

WS)) - 2fc < +°° 

k>0 

Soit X% (resp. X£) l'algèbre de Lie des germes de champs de vecteurs holomorphes (resp. 
formels) d'ordre > k en G C n . Soit ( X^ ) (resp. ( O n ) ) le commutateur formel S (resp. 



l'anneau des intégrales premières formelles), c'est-à-dire l'ensemble des champs de vecteurs 
formels X (resp. séries formelles /) tel que [S(g),X] = (resp. £-s(g)(f) = 0) pour tout 
9 G 0- 

Une déformation nonlinéaire S + e de S est un morphisme de Lie de g dans X\ tel que 
e G Hom c (g, X%). Soit $ un diffeomorphisme formel de (C n , 0) que l'on suppose être tangent 

à l'identité en 0. On définit è*(S + e){g) = f &*(S(g) + e(g)) le conjugué de S + e par <l. 
Dans notre précédent travail nous avons défini la notion de forme normale formelle de 5 + e 
relativement à S; elle est unique modulo un groupe de transformations formelles. Un des 
résultats principaux que nous avons obtenu est le suivant : 

Théorème 1.1. \Sto99\ \Sto98f Soit S un morphisme de Lie diagonal et injectif tel que 
la condition (uj(S)) soit satisfaite. Soit S + e une déformation non-linéaire holomorphe 

de S. On suppose qu'elle admet un élément de Home ^0> {On^ ®c S{q)^ comme forme 

normale formelle. Alors elle admet difféomorphisme normalisant holomorphe au voisinage 
deOe C". 

Ce résultat admet le résultat de J. Vey et celui de A.D. Bruno comme corollaire. On 
montre, en particulier, que la condition diophantion lo(S), qui est précisément la condtion 
(w) de Bruno dans le cas d'un seul champ de vecteur, est automatiquement satisfaite dans le 
cadre du théorème de Vey. D'ailleurs son énoncé ne mentionne aucune condition de petits 
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diviseurs. La condition diopantienne (uj(S)) est en général bien plus faible que celle de 
Bruno. 

Dans cet article, nous montrerons qu'il n'est pas nécéssaire que les champs de vecteurs 
en question aient tous une partie linéaire non-nulle. 

1.2 Résultat principal 

Soit X\ un champ de vecteurs holomorphe au voisinage de € C n , de partie linéaire s. 
Nous dirons que X\ est régulier relativement à S si : 



Comme nous le verrons plus loin, si X2, ■ ■ ■ ,X P sont des champs de vecteurs commutants 
avec Xi, alors il existe un système de coordonnées formelles (unique modulo un groupe de 
transformations formelles) dans lequel les Xi commutent avec s. Nous dirons alors que la 
famille {Xi, . . . ,Xi} est normalisée relativement à s. La partie junior d'un champ en 
est sa partie homogène de plus bas degré. Nous nous proposons de démontrer le résultat 
suivant : 

Théorème 1.2. Soit S un morphisme de Lie diagonal et injectif tel que la condition (lo(S)) 
soit satisfaite. Soit X\ un champs de vecteurs holomorphe au voisinage de son point sin- 
gulier é C". On le suppose régulier par rapport à S. Soient Xi,...X\ des champs de 
vecteurs holomorphes au voisinage de et commutants avec X\ . On suppose que la famille 

{Xi, . . . , X{\ admet une forme normale relativement à s constituée d'éléments du i O n I - 



module engendré par S(g) et que leur partie junior forment une famille libre sur ( Ô. 



Alors la famille admet un difféomorphisme normalisant holomorphe au voisinage de Ô € C™. 

Nous appelerons algèbre de type Cartan une telle collection de champs de vecteurs, 
dénomination que nous expliquerons dans la suite. Nous montrerons qu'un des travaux de 
H. Ito, concernant les champs hamiltoniens, est un cas particulier de notre résultat. 

Remarque 1.1. Contrairement à la situation du théorème MAV dans la famille de champs 
de vecteurs commutants {X\, . . . , X{\, seul X\ doit avoir une partie linéaire non-nulle. 

Remarque 1.2. La partie linéaire du champ régulier peut être liouvillienne bien que l'algèbre 
S (g) soit diophantienne. Par exemple, pour l = 2, n = 4, S(gi) = Xi^- — Ui-^p, i = 1,2. 
Le morphisme S est diophantien. Soient C < un nombre irrationnel liouvillien et s = 
S(gx) + (S(g2); ce champ linéaire est régulier par rapport à S et admet 1, —1, — £ comme 
valeurs propres. On peut donc choisir £ de sorte que s ne vérifie pas la condition diophanti- 
enne de Bruno. Ainsi, le caractère diophantien du problème ne se lit pas directement sur 
la partie linéaire de l'élément régulier. 

Remarque 1.3. Nous avons appelé ces algèbres de champs de vecteurs des "algèbres de 
type Cartan" par analogie avec les sous-algèbres de Cartan d'algèbres de Lie de dimension 




• la forme normale formelle de X\ appartient à ( O n ) <g>c ^(fl)- 
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finie. Une algèbre de type Cartan n'est autre qu'un commutateur d'un élément régulier, les 
éléments de cette algèbre étant semi-simples sur l'anneau O^. D'autre part, un théorème 
fondamental stipule que toutes les sous-algèbres de Cartan d'une même algèbre de Lie sont 
conjuguées entre elles; dans notre situation, les algèbres de type Cartan qui sont formelle- 
ment conjuguées le sont holomorphiquement. 

Ce résultat a été anoncé dans [StoOO] . 



2 Notations 

Soit R = (ri, . . . ,r n ) G (R+) n ; le polydisque ouvert centré en G C n et de polyrayon R 
sera noté Dr ; = {z G C n | \z{\ < r{\. Si r > alors D r désignera le polydisque Df r>MjT \. 
La frontière distinguée de Dr sera notée Cr; c'est l'ensemble Cr = {z G C n | VI < i < 
n, \ Zi \ = Ri}. Soient R = (ri,...,r n ) G R' = (r[, . . . ,r' n ) G (R+) n ; on écrira 

R < R' lorsque VI < i < n, r, < r[. Si Q = (qi, . . . , q n ) G Z™, on notera \Q\ = q% + • • • + q n ; 
cette application, restreinte à N n , sera appelée norme. 

Si / G O(Dr) est une fonction holomorphe au voisinage du polydisque fermé Dr, nous 
poserons ||/||.r = sup xg ^ 



2.1 Normes 

Soit / un élément de C[[xi, . . . , x n , . . . , ■£-]] que l'on écrira / = X^qgz™ fQ x ®'-> on pose 

alors / = f X^Qgz" I/qI 2 - 9 - L'ordre d'un tel élément est le plus petit entier relatif k G Z tel 
que /g / pour Q G Z" de norme égal à k. On dira qu'un tel élément g domine /, si 
VQ G Z n , |/q| < |^q|; dans ce cas, on écrira / -< g. Soit R = (ri, . . . ,r n ) G (R?j_) n ; on pose 

1/1* = E \f Q \R Q = Kn,...,r n ). 



On alors les propriétés suivantes : 



fg -< fg 

if / -< g alors \f\ R < \g\ R 



tt~ = lorsque / G C[[xi, . . . , x n ]} 

dxu dxk 



Soient v = (v±, . . . , v n ) G (R+) n , < r < r' , R = r.v, R' = r'.v et / = ^qgn™ fç> x ® une 



fonction holomorphe au voisinage de Dr', on a alors : 

11/11» < \f\R> 
\f\ R < i-J \f\nf si ord(/)>m 



df 



dzi 



R 



< — \f\n si / est un polynôme de degré < d 

rvi 



d) 
(2) 

(3) 
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Lemme 2.1. [Sto99l Soient f,g des fonctions holomorphes au voisinage IÀ de la fontière 



distinguée de Dr. On suppose que f ne s'annule pas surlA et que 



On posera 



R 



\g\ R < 1. Alors, 



f + g 



< 



R 



R 1 



R 



\9\R 



H n (R) = {/ G C[[a?i, . . • , x n }] \ \ f\ R < +00} 



2.2 Forme normale 

On rappelle le théorème de Poincaré-Dulac |Arn80j 

Théorème 2.1. Soient X = S + R un champs de vecteurs s'annulant à l'origine; S sa 
partie linéaire supposée semi-simple et R un champ de vecteurs non-linéaire. Il existe un 
difféomorphisme formel $ de (C n , 0), tangent à l'identité en tel que &*X = S + N où N 
est un champ de vecteurs formel tel que [S, N] = 0. 

On dit alors que &*X est une forme normale formelle de X. On notera : 

• V™ l'espace des champs de vecteurs de C n homogènes de degré m; 

• V™' m l'espace des champs de vecteurs de C n polynomiaux d'ordre > m et de degré 
< m'; 

• X% (resp. l'espace des germes en G C" de champs de vecteurs holomorphes 
(resp. formels) d'ordre > k en 0; 

• O n (resp. O n ) l'anneau des germes en G C n de fonctions holomorphes (resp. 
formelles); 

• si X G et k G N*, J k (X) désigne le polynôme de Taylor en degré < k. 



3 Algèbres de type Cartan 
3.1 Définitions 

Soit g une C-algèbre de Lie commutative de dimension l. Soit S : q — ► V\ un morphisme 
de Lie de l'algèbre de Lie g dans l'algèbre de Lie V\ des champs de vecteurs linéaires de 
C™. On supposera que S est injective et semi-simple; on peut donc supposer qu'il existe des 
formes linéaires Ai, . . . , X n G g* telles que 

n d 
V5 G 0, S (g) = ^2 x i(g) x iQ^- 

i=i % 

Si {gi, . . . , gi} désigna une base de g, on notera Si d = S(gi). On prendra alors norme sur g* 
définie par ||a|| = maxj Le morphisme S définit une représentation pk de g dans V k 
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par Pk(g)p = [S(g),p] (k > 2). Pour tout Q € N n , \Q\ = k, 1 < i < n, les formes linéaires 
otQ,i = (Q; A) — Aj sont les poids de cette représentation. On a une décomposition de 
en sommes directes de espaces de poids de cette représentation. 

a 

où ( V n) a (s) = V n\ y 9 € 0, [S(g),p] = »(<?M ^ {0}- On notera 

(X 2 ) 5 d ^ f {Y G X l n | V<? G g, [%), Y] = 0} = (a£) (5), 
Ô£ = f {/Ga n |V 5 G , £ s(ff) (/)=0}. 
Nous renvoyons le lecteur au chapitre de 5, p. 22-29 de Sto99 , pour de plus amples détails. 

Définition 3.1. Un élément go de g est dit régulier relativement à S, si (^X* 

Je dois l'énoncé suivant à Marc Chaperon. 
Lemme 3.1. g admet un élément régulier relativement à S. 

Preuve: Condisérons l'ensemble V* des poids non-nuls de S dans X%. Il est constitué d'une 

infinité dénombrable de forme linéaire non nulle de g. Chacune de ces formes linéaires définit 

un hyperplan linéaire de g. Ce dernier étant un espace vectoriel de dimension finie, il ne 

saurait être égal à l'union de l'infinité dénombrable d'hyperplans définis par V*. Il existe 

donc un élément go € g, non nul, qui n'appartient pas à cette union d'hyperplans. On a 

/ ~i \ s (9o) / ^ 1 \ S 
donc ( X£ I (A^i , D'où le résultat. 



S 



Définition 3.2. Un champ de vecteur holomorphe X € X\ sera dit régulier relativement 
à S si sa patie linéaire J l (X) en est régulière relativement à S et si une de ces formes 
normales formelles appartient au O^-module engendré par S (g). 

Définition 3.3. Soit X E X\ un champ de vecteur formel de C n . On dira que X est 
normalisé (resp. à l'ordre k > 2) relativement à S s'il appartient à O^nj (resp. i^n^j 
mod X* +1 ). 

Lemme 3.2. Soit X un élément régulier relativement à S. Soit Y un champ de vecteur 
commutant avec X et s 'annulant en 0. Si X est normalisé à l'ordre k alors Y est normalisé 
à l'ordre Ord(Y) + k - 1. 

Preuve: Soit s la partie linéaire de X±. Puisque X\ et Y commutent, chaque composante 
homogène Ij. de degré k de [Xi, Y] est nulle. Notons r l'ordre de Y en 0. On a, pout tout 

je fi, 

lr+j = ^ ^\ Xp, Y+j-p+l] 
p=l 



S 



où Xp désigne la partie homogène de degré p de X. En particulier = l r = [S, Y r \. On 
montre le résultat par récurrence sur k — 1 > j > 0. Pour j = 0, c'est la remarque 
précédente. Supposons que le résultat est vrai à l'ordre j — 1. Grâce à l'identité de Jacobi, 
on a 

j'+i 

o = [s, i r+j ] = J^[s, [x p , y r+i _ p+ i]] 

p=l 

Par hypothèse de récurrence, on a alors 

= [s,Z r+ j] = [s, [Y r+j ,s]]; 
on obtient le résultat car [s, .] est inversible sur son image (on rappel que s est diagonal). 

□ 

Corollaire 3.1. Il existe un difféomorphisme formel (p tel que [<f)*X,s] = [cp*Y,s] = 0. 

Définition 3.4. Soit X\ un élément régulier relativement à S. Soient X2,...,Xi une 
famille de champs commutants avec X\ . On dira que la famille {X\ , . . . , X[ } est une 
algèbre de type Cartan relativement à S, si leur forme normale formelle appartiennent 
au O^-module engendré par S (g) et si leur patie junior forment famille libre sur O^. 

On dira que l'algèbre de type Cartan est normalisée à l'ordre k si son élément régulier 
l'est. 

Lemme 3.3. Soient X\ un élément régulier relativement à S et X2, . . . ,Xi des champs 
holomorphes commutants avec X±. Soit $ un difféomorphisme normalisant de X\. Sup- 
posons que les &*X{ appartiennent au O^-module engendré par S(g) et qu'ils sont libre sur 
G%. Posons <ï>*Xi = Yh=i a i,jS(9j) avec a i,j e ®n et A = {aij)i< it j<i. Alors det ^4 0. 

Preuve: L'équation Y2\=i h^*X{ = avec bi G 0% est équivalente à l'ensemble d'équations 

Yli=i °i a i,j = 0) 3 ' = 1) • • • > h ce <l ue l' on P eu t écrire A t B = avec A 1 = {p,j,i)i<i,j<i et 
B = (bi)i<i<i- L'application O^-linéaire A 1 du 0^-module libre (^n) dans lui-même est 

injectif si et seulement si son déterminant det A 1 = det A n'est pas un diviseur de zéro dans 
0%. Or ce dernier est un sous anneau de l'anneau O n qui est intègre. Par conséquent, la 
famille {&*Xj} i= i . . i est libre sur O n si et seulement si det A ^ O dans O n . □ 

Remarque 3.1. En particulier, si {X\, . . . ,X{\ est une algèbre de type Cartan, alors 
ord(det^) = YÏi=i{ordXi - 1). 
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3.2 Remarques sur la dénomination 

La dénomination que nous avons adoptés repose essentiellement sur une analogie. Soit g une 
algèbre de Lie complexe de dimension finie. Un élément go G g est régulier si la dimension 
du sous-espace caractéristique associé à la valeur propre de ad go est minimale dans g. Une 
sous-algèbre de Cartan de g est l'ensemble {g G 9 | 3n G N*, ad™ Q (g) = 0} où go est un 
élément régulier de g. En particulier, si ad go est semi-simple, l'algèbre de Cartan associé 
n'est autre que le commutateur de go. D'autre part, un théorème important stipule que les 
sous-algèbres de Cartan sont conjuguées entre elles. 

Dans notre situation, go est dit régulier relativement à S 1 si S(go) a le même commutateur 
formel que S; a priori le commuteur d'un élément quelconque de S(g) (qui est semi-simple) 
le contient. Soit X\ un élément régulier non-linéaire relativement à S. Sa forme normale X\ 
appartient -module engendré par S (g). Elle peut-être vu comme un élément semi-simple 
sur 0%. Soient X\, . . . , Xi une algèbre de type Cartan relativement à S. Alors, leurs formes 
normales formelles commutent à X\. Comme corrolaire de notre résultat, nous pouvons 
dire que si deux algèbres de type Cartan sont formellement conjuguées alors elles le sont 
holomor phiquement . 

Il est très peu problable que l'on puisse définir, pour les champs de vecteurs singuliers, 
une notion d'algèbres de Cartan ne portant que sur des définition algébriques aussi simple- 
ment que pour celle d'algèbre de Lie standard); en effet, il faut tenir compte, entre autres, 
des problèmes de petits diviseurs. 



4 Méthode de Newton différent iée 

Soientt X\ un élément régulier relativement à S et s sa partie linéaire. Soient {X\, . . . ,Xi} 
une algèbre de type Cartan relativement à S et {Sx,...,Si} une base de S (g); on note 
di = Ord(Xi); on a rfi = 1. Dans un bon système de coordonnées formelles I, on a 
<l*Xj = Yli=i âijSj où âij € Cf. Par hypothèses, leurs parties junior sont libres sur . 
On pose A = (ôjj)i<tj<z et pour tout entier p > 0, on pose A v = ( J p+dt ~ 2 (âij)) 1<{ . <; ; 
Par le lemmeESl on a det A\ ^ 0. 

Supposons l'algèbre de type Cartan normalisée à l'ordre m. On peut donc écrire, pour 
i = l, . . . ,1, Xi = jqp™+ d *- 1 _|_ R™ +dt où j /\TF i m+(il_1 est un champ de vecteur polynomial, 
d'ordre di et de degré inférieur ou égal à m + dj — 1, vérifiant [s, A r i ? î m+dî_1 ] = 0; R™ 1 ^ est 
un champ holomorphe d'ordre m + di. Par hypothèse, on a, pour % = 1, . . . , l, 

l 

NF ra +dl -l = Y^a ijSj (4) 
3=1 

où oy *== J m+di ~ 2 {âij) G est un polynôme de degré inférieur ou égal à m + di — 2. Pour 

simplifier, on posera A = f {fli,j)i<%j<l = A m G M.i{O s ). 

On suppose que m est suffisament grand pour que det A ^ (il suffit donc que m > po). 
Soit U G V ^ +1 ' 2m tel que expU*X\ soit normalisé à l'ordre 2m. D'après le lemme IÏÏ?2| le 
2m + di — 1-ième-jet de exp U*Xi commute avec s. Puisque l'on a 

exp U*Xi = Xi + [U, Xi] + 1 [U, [U, Xi}} + ■ • • , 
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il vient que le champ polynomial J 2m +^ 1 y]^ +dl + [U, NF™ +dl x ]j commute avec s. 
Rappelons que l'on a une décomposition de Fitting de »> 2m + » -1 • 



jym+di,2m+di~l _ ^pin+di^rn+di-lj ( S) (J) ypm+<Li,2m+di — 1 J 

où (j>^ +d ^ 2m+d ^ 1 \ (g) (resp. |'-p™+ d »' 2m + d *~ lN j (g)) désigne la somme directe des es- 





paces de poids non nuls (resp. l'espace de poids nul) de S dans -p™+ rf *> 2m + cî *~ 1 _ p ar 

m+di,2m+di — l\ /r-t\ / ^~.m+di,2m+di — 1 



définition d'un élément régulier, on a 11 * J (5) = 11 i J (s). On en 

déduit que la projection de J 2 ™+*-i + JVi^* -1 ]) sur (p^+ d ^+^ + ^ 

est nulle. 

Décomposons C/ selon les sous-espaces de poids de •p™+ 1 ' 2m Q n peut supposer que sa 
composante Uq selon l'espace de poids nul est nulle; en effet, on a [U, NFj n+dl ~ 1 ] = 0. Soit 
a un poids non nul de S dans V™ + ' m , U a la composante de U le long du sous-espace 
associé. Un calcul simple, par la formale de Jacobi, montre que [U^NF™^- 1 ] appartient 
à l'espace poids de S dans < Y 2m + rf i _1 associé à a. On en déduit que, pour tout poids non 
nul a de b dans , on a 

2m+di-l ( Tjm+di , \tt AT rprn+di-l 



et si /3 est un poids de 5 dans p™+ »> 2m + * 1 q U j n ' es t pas un poids de S dans -p™ +1 ' 2m ) alors 
j2m+(ij-i ^i?™^ 1 ^ = 0. Les équations © seront appelées équations cohomologiques. 
Par conséquent, on a , pour tout poids a non nul de S dans -p™+ 1 ' 2m ) 

j-jy^pm+rft— 1 jj j _ pm+di,2m+di-l _j_ j^2m+di ^ 

où l'on a posé = jam+di-i (tf™^ e t 

est un champ polynomial d'ordre supérieur ou égal à m + di. 

Réécrivons les équations © en utilisant les expressions (jlj des formes normales par- 
tielles. Il vient 

T-im+di^m+di — l . n 2m+di r » r j ? m- s r d i -1 rr i 



a 



. j [Sj , U a ] + C/q, (oj j ) . 



Ici, U a {a>i,j) désigne la dérivée de Lie de a^j le long de U a . Par définition, on a [»Sj' , 
a(gj)U a ; on réécrit donc ces équations sous la forme matricielle suivante : 

1 j-im+di ,2m+di — 1 . j-,2m+di 





^ a(5i)f/ a \ 




^i(C^)\ 


j = A(z) 


\ a(gi)U a ) 
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où A = (cn,j)i<i,j<i et Di est l'application n -linéaire définie par Dj : U G 

On écrira pour simplifier Fi pour p™-+ d i' 2m + d *~ l e ^ ft. pour R*™ +dl . La matrice A 
est formellement inversible et elle l'est holomorphiquement sur un ouvert V dense de C n . 
Soit C = {ci,j)i<i,j<l 1 & matrice transposée des cofacteurs de A; on a C G M(On)- En 
multipliant l'équation précédente par C, on obtient : 



(h + M 



\Fi + RiJ 



a(gi)U a 



'Di{U a )\ 



det^4(x) 



+ 



a(gi)U a J \Di{U a )) 



où l'on a noté 



l l l 

Fi = ^ c i,P F P> Ri = et D i( U ) = X] °i,P D p( U ) 

p=l p=l p=l 

Les opérateurs D{ sont nilpotents; on a È>i o È>i = 0. En effet, pour tout 1 < j < l, on a 

/ ; / z \ 

D^D^U)) = Y, Cj,kDk(DjiU)) = Cj, k D k £ c^Di(U) 

k=l k=l \i=l / 

l 

= Cj y kCj y iDk{Di{U)) par O ra -linéarité des opérateurrs Dj. 

i,fe=i 

Montrons alors que, pour tout entiers 1 < i, k < l, D k ° Di = 0. En effet, 

i 

D k (D t (U)) = ^A(t/)K P )s p 
p=l 

p=l ç=l 

Or, Ofc iP G donc S q ia k:P ) = 0; il s'en suit que D k o Dj = et donc que Z)j o Dj = 
comme annoncé. 

En se plaçant dans le corps des fractions de O n , on obtient, pour tout 1 < i < l, 



U n =[ld 



-D 



Fi + Ri 



a(<7i) det Aix) J a>igi) det A(x) 1 



ce que l'on peut écrire 

U a (x) = 



1 



afo) det (A(x)) 



Gi(x) 



1 



a(5i) det (A(x)) 



Hiix) 



(7) 



(8) 
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avec 



l 

G, = F i + R i = Y J Ci, p {F p + R p ) (9) 
P =i 

i i 
Hi = Di(Fi + R i ) = Y J Ci, q D q (Fi + Ri)= ^ c ijP c itq D q {F p + R p ) 

q =i p,q=i 

l 

= C hP C hli F P + Rp){a q ,r)S r (10) 

p,q,r=l 

Le second membre de l'équation Q définit une application holomorphe sur l'ouvert V , 
qui est dense dans C n et où la matrice A est holomorphiquement inversible. L'application 
U a est holomorphe dans C n . L'équation (JSJ) a donc un sens dans C n et le second membre 
est un polynôme de degré < 2m et d'ordre > m + 1. 

4.1 Domination de la solution des l'équations cohomologiques 

Soit t une variable complexe et x G C n ; on pose t.x = (tx\, . . . ,tx n ). Soit M. n le corps de 
fractions de C[xi, . . . ,x n ]. Les équations (JHJ) induisent, dans (Ai n ) n [[t]], les équations 

UJt.x) = . — ——. — - \GAt.x) . — 1 . - — — HAt.x) ) (11) 

ay ' a{ gi )det(A(t.x))\ u ' a( gi ) det (A(t.x)) n >) v ; 

L'ordre d'un élément / = X^p>o a p^ P e (-^n) n [[£]] est le plus petit entier &o tel que afc 7^ 0; 
on le note ord t (/) et si F = Q x , ...,/,) G (M n [[i]])'- 

Lemme 4.1. yluec Zes notations précédentes, on a 

• orrf i (dSO Ep=i Ci,pRp{t.xyj >2m+l, 

• ordj (^rÂ^Ep,g,r=i c i,P c i,g- R p( a 9,r) 5 'r(i-a;)) > 2m + 1. 

Preuve: Soit D = (dij)i<*j'<i ^ a matrice de cofacteurs de A. Par définition, djj est le 

déterminant de la matrice obtenu à partir de A en enlevant la i-ième ligne et la j-ième 
colonne. Par hypothèse, le coefficient aij de A est d'ordre supérieur ou égal à — 1. La 
formule du déterminant montre alors clairement que l'ordre de dij est supérieur ou égal à 
^2 p ^i(d p — 1). On en déduit que l'ordre de qj, où C = ipi,j)x<%j<i est la transposée de D, 
est supérieur ou égal à ^2 p ^j(d p — 1). On rappelle que Rj est d'ordre supérieur ou égal à 

2m + dj-, donc, (HjRj est d'ordre supérieur ou égal à 2m + 1 + Ylp=i(dp — !)■ D'autre part, 
cette même formule du déterminant montre que l'ordre de det A est égal à Yl P =i(dp ~ 1) 
car les termes juniors sont libres sur O^. On en déduit que 

ovd t j — j-j J2 Ci, P {Rp){t.x) J > 2m + 1 + Y,( d P - 1) - " 1) > 2m + 1 

y p=i y p=i p=i 
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De même, l'ordre de de ^^ Ylp q r =i c i,p c i,q{Rp){ a q,r)S r (t.x) est supérieur ou égal à 



^2(dj - 1) + 5^(<fc - 1) + 2m + dp + d q - 1 - 2 J^(dp - 1) > 2m + 1 

JVP fc^q p=l 

□ 

Puisque U a (t.x) est un polynôme de degré < 2m, ce lemme montre que U a se calcul 
uniquement à partir des Fi ; et nous allons donner une estimation de U a en fonction de celles 
des Fi. Par conséquent, 



U n = J 



2m 



1 



Fi(x) 



1 



a(gi) det (A(x)) \~ " ' afô) det (A(x)) 
On obtient aors la relation de domination suivante : 



Di(Fi)(x] 



U a (x) H 



1 



a(5i)det (A(x)) 



F(x) 



1 



a(gi) det (^4(x)) 

def 



Di(Fi)(x 



(12) 



Soit i G]0, 1] et k = («i, ...,«„) G (R+) On pose ig.a; = (i^xi, • • ■ ,*o"z n ). Soient 
/ G C[[xi, . . . , sc n ]] une série formelle et g G C[[xi, . . . , x n , . . . , telles que / -< g; alors 
ona f(t$.x) ^g(t$.x). 

On peut donc écrire, d'après la relation de domination (|12|) . la relation de domination 
suivante : 



U a {t%.x) -< 



a( gi )det (A(t%.x)) 



a( 5î )det (A(tg.x)) 



A(^)(^) • (13) 



4.2 Estimation de la solution des équations cohomologiques 



On écrit A = A po + R où comme précédement A po 
( r i,j)i<i,j<l (p = = 1 !). On écrira 



(J P0+di - 2 (ài, j )) l < i>j < l et fl 



dcf 



/ NFf° \ 


— Ap Q (x) 


(SA 






[sj 



de sorte que pour tout i = 1, . . . , /, NF? 



m+di—l 



NF 



.po+di-l 



est d'ordre > po + d{ 



Lemme 4.2. Soient k = (k\, . . . , K n ) G (RJ~) un vecteur incommensurable, c'est-à-dire que 
les Ki sont linéairement indépendants sur Q et r > 0. /I existe alors < to < 1 et rj > 
ie/s çwe, si |-R|tg.r < V alors on a 



1 



det (A(x)) 



< 



tn-r 



+d r s 



( on rappelle que tçj.r = (t^r, . . . , t^r)). En outre, on a |det (A(x))\ tK r < Mi\A po \ l t ^ r + 

^r s tQ, où M\ est une constante universelle. Les constantes positives c, d, ta et n ainsi que 
l'entier s ne dépendent que de k, de la matrice A po et du morphisme S. 
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Preuve: 

Soit Si le groupe des permutations de {1, ... , /}. Si a G Si, e(a) désigne la signature de 
a. On rappelle l'expression du deteminant de A : 



det(A(x)) = < a ) flI^.-W^)) 

creSi \i=l / 



det A po + P(R) 



où P{Z) G O n [Z±, . . . , Zp] est un polynôme de l 2 variables sans terme constant et de 
degré l. Ces coefficients (Iq{A Po ) sont des polynômes de degré inférieur ou égal à l — 1 



en les coefficients de A po . On peut donc écrire P(Z) = Yl 



dQ(A po )Z® ainsi que 



det A 



0<\Q\<1 

tgn" Pt% T (on rapelle que det Ai est un polynôme homogène) 

\S\=N 

Soit k = (ki, . . . , K n ) G (R+) n un nuplet incommensurable. On a alors 



/."> 



detA po {t K .x) = Y, PTt (K ' 



ou 



(k,T) = } y mU et T = (ti,...,t n ). 



tgn™ 

\T\=N 



1=1 



Posons 



mm 

TSN™ 
p T ^0,|T|=iV 



(k,T). 



Grâce à l'incommensurabilité de k, ce minimum ne peut être atteint qu'une seul fois sur 
l'ensemble {T G N n ,px ^ | \T\ = N}. Soit Tq l'élément qui le réalise. On en déduit que 
det A po (t K .x) = pT x T °t d + t d q(x,t) où q(x,t) est un polynôme en x de degré N et dont les 
coefficients sont des fonctions de la variable t et s'annulant en t = 0. Par conséquent, il 
existe < to < 1 (on peut supposer to plus petit que 1) tel que, |i{jç(x,to)| r < ■^^■rl T °^Q. 
Soit P(Z) G C[Zl, . . . , Zp] le polynôme définit par P(z) = £ QeN ,a ||d Q (A po (x))||iZ ( 3. 

0<|Q|<« 

En tant que fonction de Z, on a P -< P. Puisque -P(O) = 0, il existe 77 > tel que |P(Z)L < 
|PTol r |T |^. nous avons écrit \P(Z)\ V = ^g eN ! 2 Nq(^po( x ))IIi ? ?' < ^'- P &r conséquent, si 

|Q|<i 

\R(x)\t». r < V alors, puisque P(R(t$.x)) -< P(R(t$.x)), on a | |*g, r < ^rl 5 ^. 
Il s'en suit, d'après le lemme l2~Tl 



det (A(tfi.x)) 



< 



< 



< 



1 



Ps x So 4 

1 

|PSok |5o| ^o 

2 



|igg(x,t ) + P(i2(tg.x)| T 



K | r | s l ^ (l f 0g(^^0)lr + \P(R(l$.x)\ r ) 



\ PSo \r^4 



d ■ 
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De plus, on a 



|det (Afà.x))\ r < \debAp b (t5.x)\ r + \P(R(l%.x))\, 



où Mi est une constante universelle (on peut prendre jj<S/). □ 
L'idée de considérer des polydisques asymétriques est due à H. Ito. Le résultat suicant est 
fondamental pour la suite. 

Théorème 4.1. Soit k = (m, . . . , K n ) € un vecteur incommensurable et to comme 

dans le lemme\J!% et on pose m = 2 k . Il existe des constantes i]\ > et c\ > telles que, si 



1/2 < r < L maxj iNF^+^-NF^^U r < m eimax; 

* 1 * * 1 " 

rji, alors, pour tout poids non nul de S dans ■p™ +1 > 2m > on a 



D l NF ™+di-l_jl( N v 



pm+di — l 



\u, 



< 



Cl 



o-'- - /ç\2 maX \ R i,a H- 



Preuve: En utilisant la relation de domination ()13|) ainsi que les propriété de la norme 
\.\ t K r , sous l'hypothse |i?|tg.r < V-> on obtient grâce au lemme FOI 

2 



l^altg.r 



< 



< 



1 



\a( gi )\det (A(t$.x)) 

r2 



a(gi)\ |det A\ tK 



+ 



H 9i )\ni d r^ 

x [H9i)\ ( M 1 \A po \L r + 



\PSo\ r \S \ t d 



F 



+ 



(14) 



Il nous reste à estimer 



F; 



et 



Di{Fi. 



en fonction des donnnées; les fonctions Fi 



et Di(Fi) étant définies respectivement par © et (jTU|) . 

On rappelle que chaque fonction cy (élément de la matrice transposée des cofacteurs) 
s'exprime comme polynôme universel de degré l — 1 en les ay. Il y a donc une constante 
universelle M > telle que |cjj|jg. r < M|A| t jT*. On obtient alors les inégalités suivantes : 



\Fi\ tS . r < lM\A\^ r \F\ t ._ r 
|Â(£)|t S .r < l S M 2 \A\ 2 «; 1} max lSjlt*. max \F p (a 

l<P)9i r '<' 



q,r Jltg.r 



Or, on a |-F p (ag , r )|tS.r < n\F p \ts.r maxi< t 



</ 



9a 



rlr. 



On en déduit la majoration suiv- 



ante : 



|A(*i)ltff.r < nl^M 2 \A\]l; l) m^\SMD{A)\ n .r\F\tz. 
où -D(^4) désigne la dérivée de A{x). 



i<j<l 
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Ainsi, sous l'hypothèse |-R|tg. r < ??, on a 
cHM\A\ l ^ r \F\ t ^ 



\U a \t%.r < 



\a{ gi )\Hl d r^ 



a( 9i )\ (^MMp^.r + Y/^ + nl2M \ A \\tr ^ S ^ D ^k- 



2c "/ ""o-" i<j<i ' 

Il nous reste à majorer les normes de A et D(A) en fonctions de celles des formes 
normales partielles. Par définition, on a , pour tout entier 1 < i < l, 

d 



^2 X 3,k x k 



k=l 
l 



dx k ' 



NE 



■m+di— 1 



E *^ = S œfc *. fc â^ avec ^.* = ( 5E a j 



fc=i 



J =1 



NF 



Po +4-1 



^^fe)^^^- avec 5î , fc , Po = [EW P0+di " 2 K,)) ! 



fc=i 



ce que l'on peut réécrire sous la forme 

/ 9i,l\ Al,l ••• \l\ 



l,n 




où l < n, et 



\9i,n,p / 



Au ... A, A 



\Ai >n ... A/ in y 



où l < n. 



Puisque les sont linéairement indépendants sur C, la matrice (Xj,i)i<i< n est de rang l. 

i<j<l 

Sans nuire à la généralité, on peut supposer que la matrice L = (^j,i)i<i,j<i est inversible 



d inverse j)i<i,j<i- On peut alors écrire, pour 1 < i, j < l, 

i i 
a itj (x) - J V0+d *- 2 { ai j) = J2Xj,k(9i,k( x ) ~ 9i,k, P0 ) -< Yl \^j,k\(9i,k( x ) ~ 9i,k, P0 ), 

Puisque 1/2 < r, on a 



k=i 



k=i 



\9i,k 9i,k,p \ t K r < n k (t k r) \g ilk - 9i,k, P0 L 



\ x k{9i,k 9i,k,po)\i 



< 



min k t 



max {NF^- 1 - 7Vif 0+di_1 |t g . 
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Par conséquent, on a 



minfc tQ fe i 
D'autre part, pour tout 1 < k < n, on a 



dx k {g i)k {x) - gi,k(0)) 



d{gi,k{x) - 5i,jfc(0)) 



<9x r . 



c'est-à-dire 



gfc a(^(*)-ft, fc (o)) = ^ fc ( ft , fc (x)-^(o)) _ M ^ fc(x) _^ (0)) . 



ÔXr, 



8Xr 



(15) 



0r Xfc Ofa, fc W- 9l , fc (0)) ; dx kM x)- 9i , k { Q )) and ( 5 . fc ( x )- 5 . fc ( )) sont des séries formelles à 
coefficients positifs; par conséquent, on a 



d(gi,k(x) - ffi,fc(0)) dx k {g i)k {x) - &,&(())) 
£fc - < 



(for 



Pusique 1/2 < r, on a 



d(gi,k(x) -gi,k(°)) 



ÔXr 



9{gi,k(x) -#,*(())) 



<9x r 



< 



< 



min fc t[; fe 



d{gi,k{x) -gi,k(0)) 



ÔXr, 



tZ.r 



min fc t 



dx k (g itk (x) - g i<k (0)) 



ÔXr. 



On en déduit que, pour tout 1 < i, j < Z, 



d(ai d (x) -aij(O)) 



2 



tg.r fc=l 



d(gj,k(x) - gj,k(0)) 



dx T 



tz.r 



< 



< 



2/IL- 1 ! 



dx k (g i)k (x) - g it k(0)) 



dx r . 



ts.r 



minfc t 



max |D ^F^*- 1 - J 1 (iYF m+di ~ 1 )^ 



c'est-à-dire 



minfc t Q k 



(16) 
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Posons ru = m ^L-i V, si maxilNF 171 ^- 1 -NFP° +di ~ 1 \ tKr < r/i et 
maxi \D (NF™^- 1 - J 1 (JVF W +*- 1 )) ^ r < m , alors \A - A Po | tg . r < 7? et |£>(A)| tg . r < 77. 
Posons C = |>lp |i; on a alors |^4.|tg. r < C + r\. De plus, a étant un poids de 5 d'ordre 
< 2m = 2 k+1 , soit 1 < i < l tel que |a(<?i)l = max^ |a(<?j)| = ||a||; on a alors u)k+i(S) < 
|a(<7i)|. De plus, la présence de petits diviseurs nous permet de supposer que uik(S) < 1. 

Posons alors 



ci 



2l\L~ 1 \ 

avec ri = — J — -4-. 

mm fc t R 

En conclusion, il existe 771 > tel que si 1/2 < r < 1, m = 2 k , maxj |AfF m+di_1 - iY\F Po+di_1 | tfî r < 
7/1 et maxi |D (NF rn+d >~ 1 - ^(NF 171 ^'' 1 )) L < 771, alors 

IV / it .r 

|£U S ., < Cl maxl^^g,,. (17) 

On peut supposer que Wk ^ s yi > 1 quitte à prendre une plus grande valeur pour c\, on 
peut donc écrire ^ fc ~ l 'h™ avec 7& — 1- ^ a majoration précédente devient alors 

\U a \t«.r < % m max \R^ | tg . r . (18) 

5 La récurrence 

Soient 1/2 < r < 1 un nombre réel et t?i > le réel positif définit par le théorème (|4.1[) . 
Pour tout entier m > max([8n/ min^ io fc 7?i] + l,pO) max< ^)' on P° se 

f 8?i 

AA^. m (r) = Ié | |X - J^ di -\X)\ t ^ r < m — — , 

[ u m — di + 1 

8n 1 

| D (x- J ' W )l, s ,<m- mintC(m _ (ii + 1) } 

Bm+lM = {X€^ +1 M-ï|lS.r<l} 



Si m = 2 fc pour un entier /c > 1, on définit 

p«^ m -i/™ r et R = lk m~ 2 l m r 

où le nombre 7^ = ( ^~^gp J es t définit par (|18j). 

Il est clair que m l / m > 1. On peut supposer que les nombres sont plus petit que 
1; par conséquent, on a lnwfc < 1/mlnm de sorte que lnu^ — 2/mlnm < -1/mlnra < 0, 
c'est-à-dire R < p < r < 1. 
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Soit {Xi, . . . Xi} une algèbre de type Cartan relativement à S, de champs de vecteur 
holomorphe. On suppose que X\ est régulier par rapport à 5 et on suppose Xj normalisé 
à l'ordre m + di — 1 et on écrit 

où NF^ n+ *~ 1 est une forme normale de degré m + di — 1 relativement à s, la partie linéaire 
de X x , et R™ +dl G X™ +d \ Soit U = Y, a U a la solution des équations ©, la somme portant 
sur les poids non- nuls de S dans Vn ' m . 

On se propose de démontrer le résultat suivant : 

Proposition 5.1. Avec les notations ci-dessus, supposons que, pour tout i = 1, . . . , l, on ait 

(NF™ +dl ~ l ,R itm+d .) G A/T iim+di _i(r) x B m+di {r). Si m est suffisamment grand (disons 
m > m-o indépendant de r ), alors 

1. $ = f (Id + l/y 1 G Diff 1 (C n , 0) est un diffeomorphisme tel que D t *, R C <3?(Ag.p), 

2. <S>*Xi = iSTf*"**- 1 + R 2m+d t efjt normalisé à i' or( i re 2m + d i -l ) 

3. {NF? m+di -\B* m+di ) G NTiim+^R) x B 2m+di (R). 

5.1 Le diffeomorphisme normalisant 

Posons, pour i = 1, . . . ,1, 

où NF™ +di ~ 1 G vt m+dl ~\ Bi G r^+^+d- 1 et C G <Y n 2m +^. On écrit B { selon la 
décomposition de Fitting de -p™+ d »' 2m + rf » _1 relativement à S : 



Bi = B ifi + Bf avec B^ G et B + G (pm+ di Wi -rj (>s) _ 

Posons = Id + C7 G Diffi(C n ,0) ainsi que x = on obtient 

D(<ï>- 1 )(y)«ï>*(X î )(y)=X î (<l>- 1 (y)), i=l,...,i. (19) 

Puisque &*Xi est normalisé à l'ordre 2m + dj — 1, écrivons $>*Xi(y) = NF™ +rfl_1 (y) + 
+ avec B[ G 7?™+*.*"+*-* et q' G A**"**. L'équation de conjugaison iftÏÏj) 

s'écrit alors : 

(Id + D(C/)(y))(NF^- 1 + J B î ' + C0(2/) = (NF^*" 1 + B { + C^-^y)) (20) 

= NF m (y) + D(NF m )(y)U(y) + B(y) 
+ (B l (<ï>- 1 (y))-B t (y))+a(<ï>- 1 (y)) 
+NF7 l+di " 1 ($- 1 (y)) 

NF^" 1 ^) + Z?(NF™+*- 1 )(y)L%)) ; 
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ce que l'on peut réécrire 

C'M + (Bi(y) - Bi{v) + [NF- +d *-\ U](y)) = (B^' 1 (y)) - B^y)) + dp- 1 (y)) 

+NF 7H-*-i($-i( y )) 

_ (KF? +di -\y) + D(NF m+d >~ 1 )(y)U(y)) 
-D(U)(y)(B' i + Cl)(y) 

= A(v). 

Puisque l'ordre de — -Bj(y)) est supérieur ou égal à l'ordre de D(B i )(y)U(y) 

et l'ordre de NF^* -1 ^" 1 ^)) - (NF™ + * _1 (y) + J D(NF™ +dl " 1 )(y)C/(y)) est supérieur ou 

égal à l'ordre de D 2 (NF™ +di ~ 1 )(y)(U(y), U(y)), alors l'ordre de A(y) est supérieur ou égal 
à 2m+di. Par conséquent, on a J 2m+d <- 1 (^(y)-B i (y) + [NFf +di ~ 1 , U]) = 0; soit B\ = B ifi 

5.2 Calcul du reste 

Dans le but de majorer la norme de C[, on écrit l'équation (|2Uj) sous la forme suivante : 

C'M = (NF^ +d ^\^-\y))-NF^- 1 (y))+(B t + C t )^- 1 (y)) 
-B'M - D(U)(y)(NFf +d *- 1 + B[ + C[){y). 

Puisque NFP + * _1 (*- I (y)) - NF^* -1 ^) = Z^NF™^" 1 )^ + tU(y))U{y)dt, nous 
utiliserons l'équation suivante 

Ci(y) = / 1 J D(NFr +d - 1 )(y + tC/(y))^(y)dt + ( J B î + C î )(3>- 1 (y)) (21) 
-B t î(v) - D(U)(y) (NF™ +<i * ~" 1 + B< + C£)(y). 

5.3 Estimation du difféomorphisme normalisant 

Soit <î> = (Id+U)' 1 le difféomorphisme normalisant. Par hypothèse, NF™ + 1-1 € MJ-i tm (r); 
on peut donc appliquer le théorème (|4,1() : 

Cl , 

w fe+ i(5) 2 i 
Puisque Bf -< Ëf + B ifl -< #™ +di , on a |J3 + |tg. r < 1; il s'en suit que \U\t*. r < % m . 

Lemma 5.1. Sous les hypothèses précédentes et m est suffisamment grand (disons m > 
mo), alors pour tout < 6 < 1 et tout entier 1 < i < n, on a \yt + 9Ui{y)\t^.R < t^p et par 
conséquent, §(D t *j. p ) D D t *,R. 

Preuve: 
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Nous adaptons l'argument de Bruno |Bru72j [p. 203]. Il suffit de montrer que t l Q , R + 
\U\t%.R < ^o* P- Puisque U est d'ordre > m + 1 alors, par (d et l'inégalité précédente, on a 

/ p\ m+l 
P\t S .R < [-) \U\t S . r 

< lk m- 2 - 2 ' m (22) 

< m~ 2 ~ 2 / m . 

Or R = r )\ î m~ 2 l m r < m~ 2 / m r, il suffit donc de montrer que m~ 2 / m (tQ l r + m~ 2 ) < t^p = 
t^ m -yrn r . c'est-à-dire ^tj^t^ < Or, 

— 2 — 2 —2 i 

m m m 1 

< — < 



m i/m_i exp i/minm_x l/ m lnm mlnm 

car 1+œ < exp x pour tout x G M + . Mais pour < x suffisamment grand, on a 2/ min^ tQ k < 
xlnx; par conséquent et puisque 1/2 < r, on obtient i/ m _i < -§- < t Q z r. □ 

5.4 Majoration du reste 

On a (-^r) m+1 = 7™ +1 m _2 ~ 2 / m , 7fc < 1 ainsi que ^ = m _1//m ; d'après ce qui précède, on 

1*%* < lkm- 2 - 2 ' m par (El, 

< -m- 2 (23) 
r 

< m~ 2 . (24) 



Comme nous l'avons vu, $*(Xï) est normalisé à l'ordre 2m+cf;-l et J 2 "^*- 1 = 
NF 2m+di-i = NF m+di-i + B ifl . Puisque B ifl est un polynôme, il est dominé par B h lequel 

est dominé par R^^; on a donc |-Bi,o|tg.r < \tS.r < 1- On a alors 

l^okg.iî < (7^" 2/m ) m+ " l |^,0|t S .r, 

< (7 fc m~ 2/m ) m+1 l^,o|*;j.r, 

2m + di-l (R\ m+d \ u 
mm^. r Q K /t y r / 



< 



minfc t r 
2(2m + di-l 
mmfc t K m z 
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On en déduit que 

< iJVi^*- 1 - NFf 0+ %,. R + \B ifl \ t «. R , 

8n 1 

< m 1 ^ 

m m z 

8n • 1 A 

< rji si 1 < 4nm; 

2m 

\ D{NF rn +di -l _ jl(JVJî^+*-l))| tS>JÎ = ^(ATFf^- 1 - J^iVi^" 1 )) + D^oJltgji 

< iD^i*"**" 1 - JHNF^- 1 ))^ + \D(B lfi )\ t5 . R , 

8n 2(2m + à - 1) 

< m- ■ m. + 



minfc ig fc m min/% tQ k m 2 
8n 

2m min/% tç 



< m~ n jz . Kk si (2n - 2)m > (d* - 1). 



Ainsi NF? m+ ' 1 G NTi^m+di-iiR)- H nous reste donc à montrer que R 2m+di ç. J32 m +d i {R)- 
On a les majorations suivantes : 



(Bi + COo^- 1 !^ < l^ + Qltg.p par ((SU), 

< m i/m J |Sj + Cj| t «. r car B { + d est d'ordre >m + di, 



< m 1 

|B(l/)(iVf';»+*- 1 +B I , )| ls . Ji < n |C(C/)| t .. E (|Arjif + *- 1 | t ..H+|B i ,o|t S .H), 

car U est un polynôme de degré 2m, 

< ^^^™-\\NlT^-X.R+\B i A. M ) par Q, 

4jt, 

^(^(^Ciltg.iï < — 7kT~ \ C i\ta-R par le même argument. 

xnirij^ Tq tri 

De plus, pour tout < 6 < 1, on a 



D(NFT n+di ^ 1 )(y + eU{y))U{y) ■< D(NFr +d ^)(y + U(y))U(y); 
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il s'en suit que 

1 D(NFl n+d ^ 1 )(y + 9U(y))U(y)d9 

o 



< \D{NF? +d >- l ){y + U{y))U{y)\ t «.. R , 



< n\D(NF™ +d >-%«. p \U\ tE . R 



< 



n(m + dj - 1) |A . f _.,„+,/, -l 
min*; 



car ]\fp ,m + d i~ 1 est un polynôme de degré m + dj — 1, 
n(m + dj - 1) m+di _x 
" min^r k^l*-* 

since NF^^' 1 ^) = 0, 

ra(m + di - 1) m+d ._! 2 

par 1(23)) 

m + dj- l ^ N ^ m+d ._ 1] 
minfc tQ fe m 



< 4n ^ iJVJf+^-^m- 



On a donc, d'après (|2*T|) 



< 



D(Nrp+*- 1 )( l/ + tU(y))U(y)dt +m + coc*- 1 ^))!^ 



+ |.D(£/)(y)(NF™ * + Bi.oîlt-.B + |£>(ï/)(y)q[[ tg . iI 
minfciQ fc m * °' r 

m + dj-1 4n 4w 4n , 



Si m > . 4n ,K,, alors 



mm fc t K 



( (1 + m + di ~ 1 )\NF m+di -\. r + — 

minfc tQ k m — 4n \ m ' °' r m 2 



4n ,. m + dj — 1.,. „n n -t-H-, 

< r- 1 + 5 — i + m + 2)- 

m — An m 

Soit M la borne supérieure des m+ ^~ 1 ; si m > — ((M(|iVif 0+dî |i + 771) + 2) + 1 
alors \Ci\ tsR < 1, c'est-à-dire = ^,2™+* G B* m+di (R). 

□ 

6 Preuve du théorème principal 

Nous reprenons l'argument classique qui permet de conclure, par récurrence. Soient 1/2 < 
r < 1 et la suite {i?fc}fc eN de réels positifs définie par Rq = r, Rk+i = ■yk'm~ 2 ^ m Rk avec 
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m = 2 k . On a le 

Lemme 6.1. \Bru72{ \Bto99l La suite {R k }kç_n converge et il existe un entier k\ tel que 
VA; > h, R k > R kl /2. 

Soientt alors Xi,... ,Xi comme dans l'énoncé. On peux supposer que l'algèbre de type 
Cartan est normalisée à un ordre m 2 = 2 ki suffisamment grand (> max(mo,2 fcl ) et on 
écrit X{ = N F™" 2+dl ~ l + ^™ 2+<ii ) i = 1, . . . ,Z. Quitte à faire agir une homothétie, on peut 
supposer que (NF™ 2 ^' 1 , R™ 2+di ) G A/Ti, m2 (l) x B m2+di (l). On redéfinit la suite {R k } 
par R k2 = 1. En vertu du lemme lo\Tl on a pour tout k > ko, R k > 1/2. 

Montrons par récurrence sur k > fc 2 , qu'il existe un difféomorphisme ^f k de (C n , 0) tel que 

pour tOUt i = 1, . . . , l, ^*( NF ^+d t -l +R rn 2 +d^ def Np ^ +di -l + R 2^+ di ^ normalisé 

à l'ordre 2*+* + d, - 1, (iVif* i?f +1+di ) G NT^ 2 k + i +di -i(R k +l) x B 2k+ i +di (R k+1 ) 
et \U-^\. Rk+1 <J2 k p=kQ ^. 

• Pour k = k 2 : D'après la proposition (|5.1f) . il existe un difféomorphisme & k2 tel 
que ^(NF™ 2 ^- 1 + Rf 2+d *) = NF ^ m2+d ^ 1 + R^+ d i est normalisé à l'ordre 

2m 2 +di-l, (NF? m2+di -\R m *+ d *) G ^,2^+^-1(^+1) x £ 2m2+di (i4 2 +i) et 
|Id-^|t S .* fc2+1 <l/2 2fe . 

• Supposons que le résultat soit vrai pour tout entier i < k — 1 : par hypothèses, 
^^(NF™ 2 ^- 1 + Rf 2+d >) = NFf +dl ~ l + Rf +dl est normalisé à l'ordre 2 k et 

(NFf +di -\Rf +di ) G NF ii2k+d ._ x {R k ) x B 2k+d .{R k ). Puisque 1/2 < < 1, 
on peut appliquer la proposition (|5,1|) : il existe un difféomorphisme § k tel que 
($ & otf fe _ 1 )*(]Vif l2+di - 1 +iC + *) = NF f +1 + d >~ 1 +Rf +1 + d > est normalisé à l'ordre 
+dl - 1 et (A r^ fc+1 +*-i ) ^ +1 +^ ) G ^ i)2fc+1+d ._ 1 (fl fc+1 ) x ZW+^a+i)- 
Posons = <î>fe o D'après la proposition (|5,lj) (ou le lemme (|5.1jl ). on a 

|Id - $ A : 1 | i -.R fc+1 < l/2 2fc . Il s'en suit que 

\U-%\.R k+1 < Kld-^Jo^ + ad-^ 1 )!^^, 



D'après la proposition (|5.1j) . on a c ^t^.R k ', par conséquent, 

iw-^ 1 ^ < ICW-^I^ + ICM-*; 1 )!^ 

v^J_ J_. 

— 2 2p 2 2fc ' 

p=fco 

ce qui termine la preuve de la récurrence. 

Puisque -Dtg.i/2 C Ag._R fe pour tout entier /c > /c 2 , la suite {\^ k l ^.1/2} k>k 2 est uni- 
formément bornée. De plus, la suite {^ k 1 }k>k 2 converge vers le difféomorphisme formel 
^E' -1 (l'inverse du difféomorphisme normalisant) dans l'espace des séries formelles. Par 
conséquent, cette suite converge dans TL™{tQ.r) (pour tout r < 1/2) vers ^E'~ 1 (cf. |GR71j ). 
Cela signifie que la transformation normalisante est holomorphe au voisinage de G C". 
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7 Applications 

7.1 Le cas hamiltonien d'Ito 

Soit H\ = Ylk=i ^kXkVk + H une fonction holomorphe au voisinage de G C 2n ; Aj S C, H 
étant d'ordre > 3 en 0. On suppose que 

n 

V(mi,...,mn) eZ"\{0}, ^A fc m fc /0. (*) 

fc=l 

On considère le système d'équations différentielles 

dx k _ 9Hx dy k __ dH x 
dt dyk ' dt dxk 



k = l,...,n (25) 



H. Ito a démontré les résultat suivant, qui généralise le travail de J. Vey dans le cadre 
hamiltonien |Vey78 : 



Théorème 7.1. \Ito89\/ Sous les hypothèses précédentes, on suppose que le système \25\) 
admet n — 1 autres intégrales premières H2, ■ ■ ■ ,H n holomorphes au voisinage de € C 2n ; 
et on suppose que Hi, . . . , H n sont fonctionnellement indépendantes. Il existe alors une 
transformation (f> canonique (i.e hamiltonienne) et holomorphe au voisinage de S C 2n 
telle que H k <p soient une fonction holomorphe des n monômes Xkyk- 



Preuve: Soient 3 une algèbre de Lie complexe commutative de dimension n, {g\, ... ,g n } 

une base de g et 5 le morphisme de Lie définit par S(gi) = x i-^r-~Ui-^p- Le morphisme S est 
diophantien car les poids de S dans les espaces de champs homogènes prennent de valeurs 
entières sur la base de g. On pose Xi les champs de vecteurs hamiltoniens définit par les 
fonctions Hi. Grâce à la condition (*) la partie linéaire de X\ est régulière par rapport à S. 
Le fait qu'il soit hamiltonien implique que X\ est régulier par rapport à S. D'autres par, les 
champs Xi, ï > 2, commutent avec X\ et sont hamiltoniens. Par conséquent, dans un bon 
système de coordonnées formelles commun, ils appartiennent au Ôf-module engendré 
par S (g). Grâce au lemme de Ziglin, on peut choisir éventuellement d'autres intégrales 
premières de sorte que leur indépendance fonctionelle implique que la liberté des parties 
juniors de leur champs associés sur 0%. On remarquera que = C[[xiy±, . . . , x n y n ]]. 
D'après le théorème 11 .2| $ est holomorphe au voisinage de G C 2n . Un argument du à J. 
Vey, permet alors de modifier $ en un difféomorphisme symplectique holomorphe tout en 
changant de forme normale. □ 



Références 

[Arn80] V. Arnold. Chapitres supplémentaires de la théorie des équations différentielles 
ordinaires. Mir, 1980. 

[Bru72] A.D Bruno. The analytical form of differential équations. Trans. Mosc. Math. 
Soc, 25,131-288(1971); 26,199-239(1972), 1971-1972. 



26 



[CS] C. Camacho and P. Sad. Pontos singulares de equaçoes diferencais analiticas. 16 
Coloquio Brasileiro de Matematica. 

[Eca92] J. Ecalle. Singularités non abordables par la géométrie. Ann. Inst. Fourier, 
Grenoble, 42,1-2(1992),73-164, 1992. 

[GR71] H. Grauert and R. Remmert. Analytische Stellenalgebren. Springer-Verlag, 1971. 

[Ito89] H. Ito. Convergence of birkhoff normal forms for integrable Systems. Comment. 
Math. Helv., 64:412-461, 1989. 

[Mal82] B. Malgrange. Travaux d'Ecalle et de Martinet-Ramis sur les systèmes dy- 
namiques. Sém. Bourbaki 1981-1982, exp. 582(1982),, 1982. 

[MR82] J. Martinet and J.P. Ramis. Problèmes de modules pour des équations 
différentielles non linéaires du premier ordre. I.H.E.S, 55,63-164, 1982. 

[MR83] J. Martinet and J.P. Ramis. Classification analytique des équations différentielles 
non linéaires résonantes du premier ordre. Ann. Sci. E.N.S, 4ème série, 16, 571-621, 
1983. 

[PMY94] R. Pérez-Marco and J.-C. Yoccoz. Germes de feulletages holomorphes à holonomie 
préscrite. In Complex analytic methods in dynamical Systems, volume 222 of 
Astérisque, pages p. 345-371. Soc. Math. France, 1994. 

[Rou75] R. Roussarie. Modèles locaux de champs et de formes. Astérisque, 30, 1975. 

[Sie42] CL. Siegel. Itérations of analytic functions. Ann. Math., 43(1942)807-812, 1942. 

[Sto96] L. Stolovitch. Classification analytique de champs de vecteurs 1-résonnants de 
(C",0). Asymptotic Analysis, 12:91-143, 1996. 

[Sto98] L. Stolovitch. Complète intégrabilité singulière. C.R. Acad. Sci., Paris, Série I, 
326:733-736, 1998. 

[Sto99] L. Stolovitch. Singular complète integrabilty. Technical Report 142, 
Prépublication E. Picard, Janvier 1999. 1-67. 

[StoOO] L. Stolovitch. Normalisation holomorphe d'algèbres de type cartan de champs de 
vecteurs holomorphes singulier. C.R. Acad. Sci, Paris, Série I, 330:1-4, 2000. 

[Vey78] J. Vey. Sur certains systèmes dynamiques séparables. Am. Journal of Math. 100, 
pages 591-614, 1978. 

[Vor81] S. M. Voronin. Analytic classification of germs of conformai mappings (C, 0) — » 
(C, 0) with identity linear part. Funct. An. and its Appl, 15,(1981), 1981. 

[Yoc88] J.-C. Yoccoz. Linéarisation des germes de difféomorphismes holomorphes de 
(C,0). C.R. Acad. Sci. Paris, 306(1988)55-58, 1988. 

[Yoc95] J.-C. Yoccoz. Petits diviseurs en dimension 1. Astérisque, 231, 1995. 



27 



